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Die bedingten Wahrscheinlichkeit ist definiert als die Wahrscheinlichkeit einesignésses A unter
der Bedingung, daf3 ein anderes Ereignis B mit B(@)ereits eingetreten ist. Sie wird mit P(A | B)
bezeichnet und hei3V. von A unter der Bedingung B. Da sich die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses A i. allg. &ndert, wenn bereits bek&tntald ein anderes Ergebnis B eingetretendst, s
ist P(A | B) i. allg. verschieden von P(A). WirdE.. mit zwei Wrfeln gleichzeitig gewdurfelt, ist B
das Ereignis ,Augensumme gerade“ und A das Ereighigiensumme mindestens 10", so gibt es,
nachdem B eingetreten ist, noch 18 mdgliche AusgéngB. ist (1,1) mdglich, (1,2) aber nicht.
4 2

Gunstig fur A sind dann (4,6), (6,4), (5,5), (68)so ist P(A | B) :E 3

Sind zwei Urnen vorhanden, von denen die erstehwaze und 5 weilRe Kugeln, die zweite 1
weilde und 9 schwarze Kugeln enthalt, so soll desieh darin bestehen, blindlings eine Urne zu
wahlen und dann daraus blindlings eine Kugel zherie Ist dann B das Ergebnis ,die gezogene
Kugel ist weil3* und sind Adie Ereignisse ,die Kugel wurde aus der i-ten Ufiaeeignisraunm; i

= 1,2) entnommen*, so ist P{AB) = 1—5(]:% und P(A | B) = 1—1(] Dabei lassen sich folgende
Formeln herleiten:
P(A n B) P(A n B)
1 PA|B)=————= 2 PB|A =—"" "/
1) (A]B) P(B) 2) (BIA) P(A)

Die Bayes-Formel
Beispiel: Leistungskurs Mathematik 1996, Wahrscheinlichkedbnung/Statistik Il

Die Fernsehsendung ,Sport TV* berichtet Uber dast§pschehen.

1. Bei ,Sport TV* treten Bildstérungen mit 4% Wabheinlichkeit auf. Ist das Bild gestort, so
kommt es mit 60% Wahrscheinlichkeit auch noch zastérungen. Ist das Bild einwandfrei, so ist
auch der Ton mit 90% Wahrscheinlichkeit in Ordnuvgrwenden Sie folgende Bezeichnungen:

B: ,Bei “Sport TV” treten Bildstérungen auf*,

T: ,Bei “Sport TV” treten Tonstdrungen auf“.

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit fur ein eamvdfreies Bild, falls der Ton gestort ist?

Es handelt sich um ein Umkehrproblem: Aus bekannf®{B|T) soll das unbekanntB(B|T)

berechnet werden.

Wegen P(B|T) :%

P(B n T) bekannt waren.

wére das Problem geldst, wenn die WahrscheinlitgrkeP(T) und



-2-

1. Lésung mit Hilfe eines Baumdiagrammes:

P(BNnT) =0.04*0.6 = 0.02

60%

B 0% " P(B n T)= 0,040,4 = 0,016

- P(B n T)= 0,96*0,1 = 0,096

B 10 %

0% P(B n T)=0,96*0,9 = 0,864

Dem Baum entnimmt man:

P(T)=P(Bn T)+ P(B n T)=0,04*0,6+0,96*0,1 = 0,12 (2. Pfadregel)

P(B n T)=0,96*0,1 = 0,096 (1. Pfadregel)

P(BnT) 0096
PT) 012

Die Wahrscheinlichkeit fir ein einwandfreies Bifdlls der Ton gestort ist, betragt 80%.

— P(B|T) = 08 =80%

2. Losung mit Hilfe einer Vierfeldertafel:

Man erhélt eine vollstandig ausgeflllte Vierfeldéet in 3 Schritten:
1. Schritt: Eintragen des gegebenen P(B) und damit san P(B) = 1-P(B).
2. Schritt: Ausfillen der Felder fiP(Bn Thnd P(B n T)mit Hilfe der gegebenen bedingten

Wabhrscheinlichkeiten und des Produktsatzes
3. Schritt: Berechnung der restlichen Werte durch Addiund Subtraktion

1) T 7T 2) T T 3) T T
B 0,04 B[0,04*0,60 0,04 B [0,024] 0,016] 0,04
B 0,96 B 0,96%0,90| 0,96 B [0,006| 0,864| 0,96
1 012 088 1

PBNT)_ 0096 _

Die gesuchte WahrscheinlichkeR(B|T) liest man nun ab z®(B|T) = P 012 0,8

= 80%.

Aus der Vierfeldertafel kann man aber auch kometierre bedingte Wahrscheinlichkeiten ablesen,
die mit Hilfe des Baurﬂdiagramms nur sehr mihsarerachnen sind, z. B.:

P(BITOB) = P(ITO B]_m B) _ P(Im B) - 0024 _ 2 4%
P(TOB) P(T)+P(B)-P(TnB) 0984




3. Lésung durch Rechnung:

Ohne graphische Hilfsmittel erhdlt man aus der m#dinsgleichung von P(B|T) unter

Verwendung des Produktsatzes und, da B Brine Zerlegung vof bilden, des Satzes von den
totalen Wahrscheinlichkeit:

Produktsatz:
Ist P(A)# 0, so gilt:P(A n B) =P(A) *P(B|A).

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
Bilden die Ereignisse A A, ..., A, mit P(A) # 0 fir alle i eine Zerlegung des Ereignisraufeso
gilt fur die Wahrscheinlichkeit eines beliebigereignisses B:

P(B) =Y P(A,) *P(BIA,)

PBNT) _ P(B) *P(T|B) _ 096 *01

I = o)~ P(B) *P(T[B) + P(B) *P(T|B) | 096" 0L+ 004*06

=08=80%

Das vorgefuhrte war zwar typisch, aber einfachd@aZerlegung vorQQ durch zwei Ereignisse
bewirkt wurde. Im allgemeinen Fall liegt eine Zguag vonQ durch n Ereignisse AA,, ..., A,
vor. Man kann dann einen Baum mit 2n Asten undt stat 4-Feldertafel eine 2n-Feldertafel
zeichnen.

PBnA))

P(B)

Produktsatz und auf den Nenner den Satz von ddeioWahrscheinlichkeit an und erhalt die

Zur Berechnung einer Wahrscheinlichk&{tA, |B) = wendet man auf den Zahler den

Bayes-Formel:
Bilden die Ereignisse A A,, ..., A, mit P(A) # 0 fir alle i eine Zerlegung vof2 und ist B ein
o P _ P(A)*P(BJA))
Ereignis mit P(B} 0, so gilt fur jedes P(A; |B) = —— .

> P(A) *P(BIA))

Sonderfall fir n = 2:

Mit A; = Aund A = A gilt P(A|B) = P(A) *P(B[A)

P(A) *P(B|A) +P(A) *P(B|A)




